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概况

阶段一（Easy）：D、I、A
阶段二（Medium-Easy）：G、K、M
阶段三（Medium）：E、B
阶段四（Medium-Hard）：H、C、L、F
阶段五（Hard）：J
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D. Largest Digit

题意
令 f(x) 为 x 十进制表示下的最大数码，求 max f(a + b)，其
中 a ∈ [la, ra]，b ∈ [lb, rb]。

如果 ra − la + 1 ≥ 10 或 rb − lb + 1 ≥ 10，则 (a + b) 的个位
数会从 0 到 9 都出现一遍，因此答案就是 9。剩下的情况直
接暴力枚举即可。
复杂度 O(B2 log X)，其中 B = 10，X = 109。
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I. Strange Sorting

题意
给定排列 a1, a2, · · · , an 表示一个 n，您需要将该排列按升序
排序。
为此可以执行以下操作至多 ⌊n

2⌋ 次：选择两个下标 l 和 r 满
足 1 ≤ l < r ≤ n 以及 al > ar，将 al, al+1, · · · , ar 按升序进行
排序。
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I. Strange Sorting
首先，对于形如 2, 1, 4, 3, 6, 5, ... 的序列，任意操作只能在相
邻的逆序对之间进行，因此 ⌊n

2⌋ 次操作是必须的。现在我们
用以下的方式操作：
找到最小的 u，满足 u ̸= au（若没有这样的 u，则序列已经
有序），然后找到最大的 v, 满足 av < au，排序区间 [u, v]。
接下来我们证明，这样的操作最多只需要 ⌊n

2⌋ 次循环就能排
序原序列。
我们证明，在做了一次 [u, v] 操作后，可以使 au = u 且
au+1 = u + 1，这样能使排好序的位置至少增加两个：如果
au = u + 1，选择 av = u 即可，显然我们选择最大的 v 不会
更劣，这里的优劣指的是满足 ai = i 的最长前缀的长度；如
果 au ≥ u + 2，选择 u 和 u + 1 这两个元素所处位置的较大
者即可，同样，我们选择最大合法 v 的操作方式不会劣于这
种操作。
因此，这样只需要最多 ⌊n

2⌋ 次循环即可排序完成（奇数情况
下，最后一个剩余的元素是自然满足条件的）。
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A. Many Many Heads

题意
给定一个括号序列中每个位置的种类（方/圆）
问是否存在唯一的方法定向括号序列，使得其为一个合法的
括号序列。
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A. Many Many Heads

注意到如下判定一个括号序列是否合法的方法：维护一个
栈，按照顺序遍历序列中每一个括号，如果此时栈非空且栈
顶的括号种类等于该括号，则弹出栈顶，否则将该种类括号
压入栈。
如果原括号序列可以通过定向得到合法的括号序列，那么栈
一定非空。
通过考察该方法，可以发现，如果在原序列中存在三个连续
的位置是同一种括号，那么方案数一定不唯一。
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A. Many Many Heads

Proof
注意到对于三个连续的种类相同的位置 abc（不妨假设都为圆括
号）上述方法得到的合法括号序列在这三个位置一定形如 ()(
或)()
对于前者，找到 c 的左括号所匹配的右括号的位置，假设形如
()(X)，那么一定可以调整成 (()X)。
对于后者，找到 a 的右括号所匹配的做括号的位置，假设形如
(X)()，那么一定可以调整成 (X())。
因此此时必定有另一种不同的定向方法。
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A. Many Many Heads

因此，如果我们写下来每个位置的种类，那么不能有长度大
于等于 3 的连续段。
接下来考察长度等于 2 的连续段。如果只有一段，那么显然
是合法的。
如果有两段，假设形如 A()B()C，那么可以证明，唯一合法
的括号序列一定形如 [()]()。
这是因为：

如果 |B| = 1，那么显然其只能是方括号（不妨假设为右方括
号，左方括号同理），那么 A 形如 A′[，整个串形如 A′[()]()C。
若 A′ 非空，则 A′ 只能以圆括号结尾。容易发现无论这个括
号如何匹配，其均可以与 C 前两个括号作调整。因此 A′ 必
定为空。同理 C 也必须为空，序列只能形如 [()]()。
若 |B| > 1，容易同样通过类似的调整来证明一定存在至少一
种方案
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A. Many Many Heads

对于有大于等于三段的情况，同样可以类似的调整来证明一
定不合法。
综上所述，一个括号序列合法，当且仅当其不存在长度大于
等于 3 的连续段，且存在不超过 2 个长度大于等于 2 的连
续段。
直接进行判定即可，时间复杂度为 O(|S|)。
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G. Gifts from Knowledge

题意
给一个 n × m 的 01 矩阵，可以选择反转一些行（第一列变
成最后一列，以此类推），目标是每一列最多有一个 1。求方
案数。

如果第 j 列和第 (m − j + 1) 总共的 1 的数量超过了两个，
显然无解。否则假设这两个 1 位于第 i 行和第 i′ 行，有两种
情况：

两个 1 处于同一列，则 i 和 i′ 的选择情况是相反的。
两个 1 处于不同列，则 i 和 i′ 的选择情况是相同的。

给定相同相反关系，求方案数是一个经典问题，可以通过建
图来维护。
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G. Gifts from Knowledge

考虑一张 2n 个点的图，其中点 1 ≤ i ≤ n 表示选了第 i 行，
点 (i + n) 表示不选第 i 行。
如果 i 和 i′ 相同，则连边 (i, i′) 和 (i + n, i′ + n)；如果 i 和 i′
不同，则连边 (i, i′ + n) 和 (i′, i + n)。
如果最后 i 和 (i + n) 处于同一连通块则无解，否则设连通
块数量为 2c，则答案为 2c。

SUA 程序设计竞赛命题组 The 2nd Universal Cup. Stage 17: Jinan



K. Rainbow Subarray

题意
称连续子数组 al, al+1, · · · , ar 是彩虹子数组，若
ai+1 − ai = 1。可以进行至多 k 次操作，每次操作可以把一
个元素增加或减少 1，求操作后最长的彩虹子数组。

ai+1 − ai = 1，等价于 ai − i = aj − j，因此先把每个元素减
去它们的下标，问题变为操作后最长的相等子数组。
把一个数组里所有元素都变得相同至少需要几次操作？这是
一个经典问题，把所有数都变成中位数即可（如果长度为偶
数，则中间两个数任选一个）。
如果把一个数组变成相等的至多需要 k 次操作，那么它的子
数组也至多只要 k 次操作即可变成相等的。因此本题可以用
双指针（滑动窗口）求解。滑动窗口的中位数用两个 set 求
中位数的技巧维护即可。复杂度 O(n log n)。
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M. Almost Convex Polygon

题意
给定点集合 S，其中任意两点的坐标都不相同，且任意三点
不共线。
称一个多边形 P 为近似凸多边形，当且仅当多边形 P 是简
单多边形，且多边形的顶点属于 S，且 S 中所有点要么在多
边形内部，要么在多边形的边界上。
令 U 表示所有近似凸多边形构成的集合，多边形 R 使得 |R|
在 U 的所有多边形中是最小的，计算多边形 Q ∈ U 的数量，
满足 |Q| ≤ |R|+ 1。
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M. Almost Convex Polygon

首先求出 S 的凸包作为 P。
首先 P 本身就是可能的 Q，然后要统计所有满足
|Q| = |P|+ 1 的 Q。
不难发现 Q 仍然要包含 P 的所有点，只能在 S 中再选一个
不是 P 的顶点的点作为 Q 的顶点。
枚举新加的点 w，只能从 P 上选两个相邻的点 u 和 v，切断
u − v 然后连接 u − w 和 v − w。
这要求 w, u, v 构成的三角形区域内没有其他 S 内的点。
问题转化为找出所有合法的 (w, u, v)。
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M. Almost Convex Polygon

这里有两种做法：
第一种做法是枚举 S 中不是 P 的顶点的点 w 之后将其他所
有点以 w 为极点进行极角排序，当 P 上相邻两个点 u 和 v
具有相邻的极角序时，这组 (u, v,w) 是合法的。
第二种做法是枚举 P 上相邻两个点 u 和 v，对每个 S 中所有
不是 P 的顶点的点 w，分别计算 w− u− v 和 w− v− u 的夹
角，那么当 w, u, v 构成的三角形之间的包含关系等价于两个
夹角的二维偏序，使用单调栈可以求出所有合法的 (w, u, v)。

以上两种做法的复杂度均为 O(n2 log n)。
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E. I Just Want... One More...

题意
给定一张平衡二分图。您需要添加恰好一条边，连接 U 中
的一个节点与 V 中的一个节点，使得图的匹配数增加。求
方案数。
1 ≤ n,m ≤ 105，1 ≤

∑
(n + m) ≤ 4× 105
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E. I Just Want... One More...

建源 S 向二分图左侧每个点连流量为 1 的边，汇 T 从二分
图右侧每个点连流量为 1 的边，原图的匹配数就是新图的最
大流。
先求出新图最大流以及对应的残余网络，添加一条边能够提
高匹配数当且仅当新的残余网络上源 S 和汇 T 联通。因此
求出源 S 能到达左侧多少点，右侧多少点能到达汇 T，相乘
即为答案。
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B. Graph Partitioning 2

题意
给一颗 n 个点的树，还有一个整数 k
问有多少种方式删除这棵树的一些边
使得剩下的每个连通块的大小都是 k 或 k + 1.
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B. Graph Partitioning 2

若 k ≤
√

n，记录当前包含子树根的还没切出去的块大小做
树上背包，复杂度是 O(n

√
n)；

若 k >
√

n，仍然考虑做树上背包，但是记录当前子树里切
出去大小为 k 的块有 i 个，并且有 j(= 0, 1) 个包含子树根
的大小为 k + 1 的块还没切出去，显然 i <

√
n，另外此时也

能算出已经切出去大小为 (k + 1) 的块有 ⌊ size−ik
k+1 ⌋ − j 个，复

杂度也是 O(n
√

n)，最坏的情况出现在树是一条链的时候。
实际上可以合并上述两种情况的分析，直接记录当前包含子
树根的答案不为 0 的块大小进行树上背包，复杂度也是
O(n

√
n)，但是直接使用 unordered_map 可能会被卡常数。

一个可行的办法是在 k 比较小时直接树上背包，k 比较大时
使用 unordered_map 记录答案不为 0 的值进行树上背包。
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H. Basic Substring Structure

题意
令 suf(s, i) 表示 s 从第 i 个字符开始的后缀。令
g(i) = lcp(s, suf(s, i))。
对每个下标，求如果必须改掉第 i 个字符，

∑
g(i) 的值最大

是多少。
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H. Basic Substring Structure

本题的重点在于分类讨论。考虑修改第 t 个字符会对哪些 g
产生改动。

若 t 在其中一个字符串内部，即 1 ≤ t ≤ g(i) 或
i ≤ t < i + g(i)，则 g(i) 会变成 t。
否则，若 t 恰好是其中一个字符串末尾，比如 t = g(i) + 1，
那么第 t 个字符只能变成 si+g(i) 才能让 g(i) 的值增加，变成
其它字符则 g(i) 不变。新 g 值的计算可以用后缀数组、哈希
+ 二分等方式实现。t = i + g(i) 的情况同理。

因此维护每个位置变成每个字符对答案产生的贡献（情况一
需要离线维护区间加等差数列），最后离线把答案算出来即
可。
注意由于字符集很大，实现中不能真的枚举每个字符，而是
只记录对答案有影响的字符。
复杂度 O(n log n)。
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C. Turn on the Light 2

题意
给定 m, d，构造一张 m 条边的简单无向图，满足每个点的
度数不超过 d，且最大化极大独立集的数量。
2 ≤ n ≤ 20, 2 ≤ d ≤ m。
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C. Turn on the Light 2

假设我们构造出了图 G。
任取 G 中一棵生成树 T，对于每条非树边 u − v，新增一个
点 v′，删去 u − v 这条边之后连上 u − v′。
这样可以得到一个新图 G′。观察到 G′ 中非新增点的度数与
G 中对应点度数相同，新增点度数都是 1 并且一定和非新增
点相连，因此 G′ 仍然满足每个点的度数不超过 d 的限制。
对于一个 G 的极大独立集，G′ 中非新增点与 G 中对应点保
持相同的选取状态，新增点的状态指定为相邻点的状态取
反，就得到了一个 G 的所有极大独立集到 G′ 的所有极大独
立集的单射。
也就是说 G′ 的极大独立集个数不少于 G，于是只需要考虑
m 条边也就是 m + 1 个点的树。
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C. Turn on the Light 2

由于不超过 21 个点的不同构无根树的数量不到 4× 106，直
接枚举出所有树是可以接受的。
先考虑枚举有根树，只需要枚举根的各个子树大小的划分之
后再根据子树大小选取子树即可，这里多个大小相同的子树
要按顺序依次选取，避免按照不同顺序选出同一种组合。
对于一棵不超过 21 个点的无根树，以重心定根之后每个子
树是不超过 10 个点的有根树，在枚举出所有不超过 10 个点
的有根树之后，仍然按照类似的方法枚举子树的组合即可。
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C. Turn on the Light 2

在枚举出一棵树之后还需要计算这棵树的极大独立集个数。
任意定根之后考虑 dpu,i 表示以 u 为根子树里 u 的状态是 i
的极大独立集个数即可，其中各状态含义如下：

i = 0 表示 u 被选取；
i = 1 表示 u 不选并且不存在 u 的儿子被选取；
i = 2 表示 u 不选但是存在 u 的儿子被选取。

容易发现本质不同的输入比较少，实现不够高效的情况下可
以在本地打表后提交。
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L. Ticket to Ride

题意
有 (n + 1) 个点排成一条线，编号从 0 到 n。还有 n 条线段，
第 i 条线段连接点 (i − 1) 和 i。
给定 q 个区间 [li, ri]，每个区间还有一个分数 vi。可以选择
将一些线段涂红，如果点 li 到 ri 之间的线段都是红的，那
么得 vi 分。求恰好涂红 1, 2, · · · , n 条线段的最大得分。

设 f(i, j) 表示前 i 条线段涂了 j 条，而且第 i 条线段是红色
的最大得分；g(i, j) 表示前 i 条线段涂了 j 条，而且第 i 条线
段没涂的最大得分。有转移方程：

f(i, j) = max(g(i′, j − i + i′) + w(i′, i))
g(i, j) = max(f(i − 1, j), g(i − 1, j))

其中 i′ < i，w(i′, i) 表示把第 (i′ + 1) 到第 i 条线段都涂红能
得几分。朴素 dp 的时间复杂度 O(n3 + nm)。考虑如何优化。
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L. Ticket to Ride

设 j′ = j − i + i′，得 i − j = i′ − j′，也就是说只有 (i − j) 相同
的 g 会影响 f。考虑通过某种数据结构直接选出最优的 g。
考虑我们从小到大枚举 i 的时候，w(i′, i) 的值怎么变化。如
果点 i 恰好是一个区间的终点，设该区间的起点为 l，则所
有 i′ ≤ l 的 w(i′, i) 都会增加 v。
也就是说这个数据结构需要支持三种操作：往末尾添加一个
数，前缀加某个正数，求所有元素最大值。如果用线段树，
时间复杂度 O(n2 log n + nm)，考虑如何继续优化。
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L. Ticket to Ride

设 mi 表示数据结构中前 i 个数中最大值的下标，容易发现
数组 M 是一段一段的，每一段都是相同的下标，而且每一
段的下标对应的那个值是递增的。
因为每次加的都是正数，我们可以维护每一段的下标对应的
值，距离前一段对应的值还有多少差距。每次前 i 个数 +v
的操作，实际上就是 i 下一段的差距减少了 v。如果差距减
少到 0 就和下一段合并。而且每次加的都是正数，因此只有
合并段，没有分裂段。用并查集维护每个数属于哪一段即可。
这样就把时间复杂度优化到了 O(n(n + m)α(n)，其中 α(n)
是并查集复杂度中的反阿克曼函数。
由于本题的特殊空间限制，无法直接开出空间为 O(n2) 的
数组。dp 的时候第一维需要先枚举 (i − j) 的值，这样就能
用滚动数组计算 dp，空间复杂度降至 O(n + m)，这也是为
了让缓存更友好以提高实际运行效率。
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F. Say Hello to the Future

题意
有一个长度为 n 的序列 a，你需要将它划分为若干个区间，
满足对于每个 i，它所在的区间长度 ≥ ai。
设 f(a) 表示满足上述条件的情况下划分出区间的方案数。
对每个 x = 1, 2, . . . , n，设 b 为 a 中将 ax 改为 1 后得到的
序列，你需要求出 f(b) 取模 998 244 353。
1 ≤ n ≤ 2× 105。
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F. Say Hello to the Future

考虑不修改序列的情况怎么做。
相当于每个区间 [l, r] 要满足 r − l + 1 ≥ max{al...r}。
设 dpi 表示 a1...i 被划分为若干个区间的数量。
我们需要对于所有合法的区间 [j, i] 进行转移，但直接使用数
据结构难以维护。
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F. Say Hello to the Future

考虑分治，设当前区间为 [l, r]，我们需要处理所有跨过 mid
的转移。
设 mxLi = max{ai...mid}，mxRi = max{amid+1...i}。
那么一个跨过 [l, r] 的区间合法当且仅当
r − l + 1 ≥ max{mxLl,mxRr}。
即 r ≥ l + mxLl − 1, l ≤ r − mxRr + 1。
这是一个二维偏序的形式，使用树状数组维护即可做到
O(n log n)。
总时间复杂度为 O(n log2 n)。
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F. Say Hello to the Future

再考虑一般的情况怎么做。
继续利用上述分治结构，先求出每个前后缀的答案 f, g。
如果我们将 ax 改为 1，我们需要计算所有包含 x 的合法区
间 [l, r] 对应的 fl−1 + gr+1 + 1 的最大值。
因此只需要考虑分治树上所有包含 x 的区间来计算贡献。
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F. Say Hello to the Future

不妨设 x ∈ [l,mid]，那么我们需要修改 mxL 中的若干个值，
并重新计算这些被修改的值带来的贡献。
这依然是一个二维偏序问题，每个被修改的值会产生
O(log n) 的代价。
对于一个分治树上的区间 [l, r]，依然考虑它的左半部分
[l,mid]。可以发现一个 mxLi 最多只在一个 x 处被修改，因
此 mxL 变化量的总和是 O(mid − l) 的。
因此直接二维偏序计算答案即可，时间复杂度 O(n log2 n)。
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J. Computational Intelligence

题意
给定二维平面上的两条直线段，分别从两条线段上等概率选
取一个点，计算这两个点距离的期望。
坐标绝对值不超过 1 000，要求相对误差不超过 10−9，单个
测试数据文件里至多有 105 组测试数据。
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J. Computational Intelligence

方便起见以下不区分点和向量的表示。
记两条线段分别为 P0Q0 和 P1Q1，要计算∫ 1

0

∫ 1

0
|((1− x)P0 + xQ0)− ((1− y)P1 + yQ1)|dxdy

其中 |XY| 表示向量 Y − X 的模长，对于二维平面则是两点
之间的距离。
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J. Computational Intelligence

考虑积分
∫ π
0 | cos(θ − γ)|dθ = 2。

记 R0(x) = (1− x)P0 + xQ0, R1(y) = (1− y)P1 + yQ1，于是
有 ∫ 1

0

∫ 1

0
|R0 − R1|dxdy

=

∫ 1

0

∫ 1

0

1

2

∫ π

0
| cos(θ − γR0R1)||R0 − R1|dθdxdy

=
1

2

∫ π

0

∫ 1

0

∫ 1

0
|(R0 − R1) cos(θ − γR0R1)|dxdydθ

其中 γR0R1 表示向量 R0R1 的极角，亦即从 x 轴正方向逆时
针旋转到 R0R1 方向的有向角。
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J. Computational Intelligence
记 f(θ) =

∫ 1
0

∫ 1
0 |(R0 − R1) cos(θ − αR0R1)|dxdy

其几何意义为将积分区域内每个微元对应的线段 R0R1 投影
到向量 Uθ = (cos(θ), sin(θ)) 上，于是有

f(θ) =
∫ 1

0

∫ 1

0
|((1− x)P0 · Uθ + xQ0 · Uθ)−

((1− y)P1 · Uθ + yQ1 · Uθ)|dxdy

这里 X · Y 表示向量 X 和向量 Y 的点积，其结果是一个标
量，于是得到关于投影角度 θ 的一维问题。
记 p0(θ) = P0 · Uθ，q0(θ) = Q0 · Uθ，p1(θ) = P1 · Uθ，
q1(θ) = Q1 · Uθ，于是有

f(θ) =
∫ 1

0

∫ 1

0
|((1− x)p0 + xq0)− ((1− y)p1 + yq1)|dxdy
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J. Computational Intelligence

考虑拆开绝对值，这需要对 x 和 y 上的积分区间讨论相离、
相交和包含三种相对位置关系。
如果事先在 P0,Q0,P1,Q1 这四个点中两两枚举不同的点计
算极角，就可以将 [0, π) 分成若干个角度区间，θ 在每个角
度区间内变化时 x 和 y 上的积分区间的相对位置关系不会
发生变化。
如果能对每种情况求出 f(θ) 的表达式，就可以在相应的角
度区间里进行积分。
由对称性不妨设 p0 ≤ q0，p1 ≤ q1，二元组 (p0,−q0) 的字
典序不大于 (p1,−q1)。
接下来要对区间 [p0, q0] 和 [p1, q1] 的相对位置关系进行讨
论。
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J. Computational Intelligence（1a. 区间相离）

q0 ≤ p1
此时 (1− x)p0 + xq0 ≤ q0 ≤ p1 ≤ (1− y)p1 + yq1，可以直接
拆开绝对值得到

f(θ) = −
∫ 1

0

∫ 1

0
(((1− x)p0 + xq0)− ((1− y)p1 + yq1))dxdy

= −
∫ 1

0
((1− x)p0 + xq0)dx +

∫ 1

0
((1− y)p1 + yq1)dy

=
−p0 − q0 + p1 + q1

2
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J. Computational Intelligence（1b. 区间包含）

q0 ≥ q1
此时 (1− x)p0 + xq0 ≤ (1− y)p1 + yq1 成立当且仅当 (x, y)
在 (0, 0), (x0, 0), (x1, 1) 和 (0, 1) 围成的梯形区域 D 内，其
中

x0 =
p1 − p0
q0 − p0

, x1 =
q1 − p0
q0 − p0

记 S = −
∫∫

(x,y)∈D(((1− x)p0 + xq0)− ((1− y)p1 + yq1))dxdy
有

f(θ) = 2S − −p0 − q0 + p1 + q1
2
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J. Computational Intelligence（1b. 区间包含）

另一方面，不难得到 D 的面积为 x0+x1
2 ，重心坐标为(

x20+x0x1+x21
3(x0+x1) , x0+2x1

3(x0+x1)

)
。

结合面积和重心坐标的积分公式可知∫∫
(x,y)∈D

dxdy =
x0 + x1

2∫∫
(x,y)∈D

xdxdy =
x20 + x0x1 + x21

6∫∫
(x,y)∈D

ydxdy =
x0 + 2x1

6

将以上三式代入 S 即可。
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J. Computational Intelligence（1c. 区间相交）

p1 < q0 < q1
此时 (1− x)p0 + xq0 ≥ (1− y)p1 + yq1 成立当且仅当 (x, y)
在 (1, 0)，(1, y0) 和 (1− x0, 0) 围成的三角形区域 D 内，其
中

x0 =
q0 − p1
q0 − p0

, x1 =
q0 − p1
q1 − p1

记 S =
∫∫

(x,y)∈D(((1− x)p0 + xq0)− ((1− y)p1 + yq1))dxdy，
则有

f(θ) = 2S +
−p0 − q0 + p1 + q1

2
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J. Computational Intelligence（1c. 区间相交）

另一方面，不难得到 D 的面积为 x0y0
2 ，重心坐标为(

1− x0
3 ,

y0
3

)
。

结合面积和重心坐标的积分公式可知∫∫
(x,y)∈D

dxdy =
x0y0
2∫∫

(x,y)∈D
xdxdy =

3x0y0 − x20y0
6∫∫

(x,y)∈D
ydxdy =

x0y20
6

将以上三式代入 S 即可。
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J. Computational Intelligence（2. 积分推导）

由于 p0, q0, p1, q1 是关于 cos(θ) 和 sin(θ) 的线性组合，在分
别整理上述三种情况得到的表达式之后，除了较为简单的积
分

∫
cos(θ)dθ 和

∫
sin(θ)dθ 之外，还需要计算两类复杂积

分：

IA :

∫ cos(θ − α) cos(θ − β)

cos(θ) dθ

IB :

∫ cos3(θ − β)

cos(θ) cos(θ − α)
dθ
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J. Computational Intelligence（2a. 计算积分 IA）

这类积分由区间包含的情况导出。
利用 cos(θ− γ) = cos(θ) cos(γ)+ sin(θ) sin(γ) 展开分子可得∫ c0 cos2(θ) + c1 cos(θ) sin(θ) + c2 sin2(θ)

cos(θ) dθ

其中 c0, c1, c2 均是关于 α 和 β 的常数。
整理约分后需要额外计算如下积分：∫ sin2(θ)

cos(θ) dθ =

∫ dθ
cos(θ) −

∫
cos(θ)dθ

= ln
∣∣∣∣cos(θ/2) + sin(θ/2)
cos(θ/2)− sin(θ/2)

∣∣∣∣− sin(θ) + C

这里不使用常见形式
∫ dθ

cos(θ) = ln |1/ cos(θ) + tan(θ)|+C 是
为了避免在可去间断点 2πn − π

2 (n ∈ Z) 处算出 NaN 的情况。
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J. Computational Intelligence（2b. 计算积分 IB，Case α）

这类积分由区间相交的情况导出，需要分情况讨论。
如果 sin(α) = 0，此时 cos(θ − α) = cos(θ) cos(α)，于是有∫ cos3(θ − β)

cos(θ) cos(θ − α)
dθ =

1

cos(α)

∫ cos3(θ − β)

cos2(θ) dθ

仍然展开分子，整理约分后需要额外计算如下积分：∫ sin3(θ)

cos2(θ)dθ =

∫ sin(θ)
cos2(θ)dθ −

∫
sin(θ)dθ

= 1/ cos(θ) + cos(θ) + C
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J. Computational Intelligence（2b. 计算积分 IB，Case β）

否则 sin(α) ̸= 0，展开分子可得∫ c0 cos3(θ) + c1 cos2(θ) sin(θ) + c2 cos(θ) sin2(θ) + c3 sin3(θ)

cos(θ) cos(θ − α)
dθ

其中 c0, c1, c2, c3 均是关于 β 的常数，分子中包含 cos(θ) 的
项均能通过作代换 θ → θ + α 转化成上述已讨论的情况，但
是仍需要计算如下积分：∫ sin3(θ)

cos(θ) cos(θ − α)
dθ
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J. Computational Intelligence（2b. 计算积分 IB，Case β）

注意到 sin(θ) = 1
sin(α)(cos(θ − α)− cos(θ) cos(α))，于是有

∫ sin3(θ)

cos(θ) cos(θ − α)
dθ

=
1

sin(α)

∫ sin2(θ)

cos(θ) dθ − cos(α)
sin(α)

∫ sin2(θ)

cos(θ − α)
dθ

这里前一项是上述已讨论的情况，后一项通过作代换
θ → θ + α 也能转化成上述已讨论的情况。
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J. Computational Intelligence

最后还要注意避免系数是 0 的积分结果发散导致算出 NaN
的情况。
实现时要用绝对值 < ϵ 替代所有 = 0 的判断，这可能会导
致额外的精度损失。
在现有测试数据下，基于上述做法的 C++ 标程的输出结果
与基于从 WolframAlpha 得到二重积分公式并使用较高精度
进行较长时间计算的 Python 代码的输出结果相比，相对误
差不超过 10−12。
现场评测时使用了 Python 代码的输出结果作为标准输出。
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最后

没听明白？没关系。
访问 https://sua.ac/wiki/ ，有文字版题解与带注释的参考
代码。
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Thank you!
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